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iIntroduzione
E’ noto che la normalita` non e` una relazione transitiva, basti pensare al
gruppo diedrale D8 in cui ogni sottogruppo di ordine 2 non centrale e` nor-
malizzato dal sottogruppo di ordine 4 che lo contiene, tuttavia non risulta
normale in D8; un sottogruppo di questo tipo si dice subnormale di difetto 2.
In generale, un sottogruppo H di un gruppo G si dice subnormale in G se
esiste una serie finita di G contenente H e G; inoltre, la minima lunghezza
di una serie siffatta si dice difetto di H in G.
Pertanto i sottogruppi normali coincidono con i sottogruppi subnormali
di difetto al piu` 1. Nei gruppi finiti il significato dei sottogruppi subnor-
mali e` evidente, dal momento che essi costituiscono i termini delle serie di
composizione, i cui fattori sono rilevanti al fine di caratterizzare la struttura
dell’intero gruppo.
Dato un gruppo G, si dice che G ha la proprieta` T, o piu´ brevemente che
e` un T-gruppo, se ogni suo sottogruppo subnormale e` anche normale.
Pertanto in questa classe di gruppi la relazione di normalita` e` una re-
lazione transitiva.
I T -gruppi finiti sono stati oggetto di studio di Best Tausski, Gaschu¨zt
e Zacher. Esibiamo a tal proposito un importante risultato dimostrato da
Gaschu¨zt che caratterizza i T -gruppi risolubili finiti : Se G e` un T-gruppo
risolubile finito e L e` il piu` piccolo sottogruppo normale di G tale che G/L
sia nilpotente allora G/L e` dedekindiano e L e` un gruppo abeliano di oridine
dispari coprimo col suo indice in G.
La struttura dei T -gruppi risolubili infiniti e` stata invece studiata e com-
pletamente descritta da D.J.S. Robinson. Nel secondo capitolo di questa tesi
sono riportati alcuni dei principali teoremi di struttura dei T-gruppi risolubili,
i quali, essenzialmente, stabiliscono quanto segue: Un T -gruppo risolubile e`
metabeliano e iperciclico e se finitamente generato e` finito oppure abeliano.
Si ottengono possibili generalizzazioni della proprieta` T richiedendo, in
un gruppo, la normalita` di particolari sistemi di sottogruppi subnormali ver-
ificanti determinate condizioni. Una prima generalizzazione della proprieta`
T puo` essere individuata nella classe degli IT -gruppi, ovvero, dei gruppi in
cui e` richiesta la normalita` dei sottogruppi subnormali infiniti: tali gruppi,
studiati da S. Franciosi, F. de Giovanni e successivamente da H. Heineken,
verranno descritti nel terzo capitolo di questa tesi.
Nell’ultimo capitolo si mostrera` come risultati analoghi possano essere
ottenuti per i gruppi risolubili in cui si richiede la normalita` dei sottogruppi
subnormali finiti, ossia in cui solo particolari catene di normalita`, quali quelle
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con l’ultimo termine finito, sono transitive. Tale classe di gruppi rappresenta
l’oggetto di studio di questa tesi.
Notazioni e terminologia sono quelle usuali in Teoria dei Gruppi, in
particolare ci si riferisce a [19]
Capitolo 1
Automorfismi che fissano i
sottogruppi
1.1 Automorfismi Potenza
Sia G un gruppo. Un automorfismo φ di G e` detto automorfismo potenza se
fissa tutti i sottogruppi di G, ossia se φ(H) = H, ∀H ≤ G. L’insieme degli
automorfismi potenza di G si denota con PAutG e costituisce un sottogrup-
po normale del gruppo AutG degli automorfismi di G, in quanto evidente-
mente contiene i coniugati di ogni suo elemento. Le proprieta` di tale gruppo
sono state studiate da C.D.H. Cooper ([5]), in particolare sussiste il seguente
risultato.
Teorema 1.1.1 Sia G un gruppo. Allora PAutG e´ un gruppo abeliano e
residualmente finito.
Dimostrazione − Siano φ e ψ automorfismi potenza di G e sia x un ele-
mento di G. Per definizione allora esistono due interi n em tali che φ(x) = xn
e ψ(x) = xm. Pertanto si ha
ψ(φ(x)) = ψ(xn) = (ψ(x))n = xmn = xnm = (φ(x))m = φ(xm) = φ(ψ(x)).
Resta cos`ı provata l’abelianita` di PAutG.
Ora verra` esibito un sistema di sottogruppi normali di PAutG di indice
finito ad intersezione identica concludendo cos`ı la dimostrazione. Siano x un
elemento di G e Cx il centralizzante in PAutG di 〈x〉. Il quoziente PAutG/Cx
e` finito in quanto isomorfo ad un gruppo di automorfismi del gruppo ciclico
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2〈x〉. Dal momento che il sistema di sottogruppi Cx ha intersezione identica
l’asserto risulta provato.
uunionsq
Nel seguito della trattazione, incontreremo di frequente gruppi che agis-
cono su determinati sottogruppi come gruppi di automorfismi potenza, per-
tanto osserviamo di quali particolari proprieta` gode il gruppo degli automor-
fismi potenza di un gruppo abeliano.
Teorema 1.1.2 Sia A un gruppo abeliano e sia φ ∈ PAutA.
(i) Se A e` non periodico, allora φ e` l’identita` oppure l’inversione
(ii) Se A e` periodico e p ∈ pi(A), allora per ogni intero positivo r esiste un
intero positivo mp,r < p
r coprimo con p e congruo a mp,r−1 modulo pr−1
tale che aφ = amp,r per ogni elemento a di A di periodo al piu` pr.
Inversamente ogni applicazione di A in se` che verifica (i) e (ii) e` un auto-
morfismo potenza di A.
Dimostrazione − Sia A un gruppo non periodico. Siano a e b elementi
aperiodici di A e siano  e δ ∈ {1,−1} tali che aφ = a e bφ = bδ. Nel caso in
cui 〈a〉∩〈b〉 = {1} allora l’elemento ab e` aperiodico per cui esiste η ∈ {1,−1}
tale che (ab)φ = (ab)η. Pertanto
abδ = aφbφ = (ab)φ = (ab)η = aηbη
da cui  = η = δ. Si supponga ora che il sottogruppo 〈a〉 ∩ 〈b〉 contenga un
elemento c = aη = bν non identico ; esiste λ ∈ {1,−1} tale che cφ = cλ; si ha
aηλ = (aη)λ = cλ = cφ = (aη)φ = (aφ)η = aη
e quindi ηλ = η per cui λ = . Analogamente si ha λ = δ, da cui  = δ.
Cos`ı si e` provato che esiste un intero  ∈ {1,−1} tale che per ogni elemento
aperiodico g di A risulta gφ = g, ossia che l’automorfismo φ agisce come
l’identita` oppure come l’inversione, come richiesto nella (i).
Sia ora A un gruppo periodico, p ∈ pi(G) ed r un intero positivo. Per
il noto teorema di struttura dei gruppi abeliani periodici, si puo` supporre
che A sia un p-gruppo. Si provera` che esiste un intero mp,r con le proprieta`
enunciate nella (ii). Siano a e a′ elementi di A tali che o(a) = pr e o(a′) ≤ pr.
Siccome φ e` un automorfismo potenza allora esiste un intero m ≤ pr coprimo
con p tale che aφ = am. Sia m := mp,r. Si consideri il sottogruppo 〈a, a′〉;
esso si spezza sul suo sottogruppo di Sylow 〈a〉 e quindi 〈a, a′〉 = 〈a〉 × 〈b〉
con b elemento di 〈a, a′〉 di periodo al piu´ pr. Se bφ = bl e (ab)φ = (ab)n si ha
3anbn = (ab)n = (ab)φ = aφbφ = ambl
Da cui essendo 〈a〉∩〈b〉 = {1} si ha an−m = bl−n = 1. Quindi n ≡ m (mod pr)
e l ≡ n (mod o(b)) e poiche` o(b) divide pr segue l ≡ m (mod o(p)). Pertanto
bφ = bl = bm. Ora a′ = atbs per opportuni interi t ed s e quindi (a′)φ =
atmbsm = (a′)m come richiesto. Infine si consideri ora ap, tale elemento ha
ordine pr−1, per cui per quanto visto
(ap)φ = (ap)mp,r−1 = apmp,r
da cui segue mp,r ≡ mp.r−1(mod pr−1).
Inversamente in entrambi i casi l’asserto e` ovvio, in quanto le condizioni
date implicano che φ fissa i sottogruppi ciclici.
uunionsq
In particolare segue che se G e` un gruppo abeliano allora PAutG e` un
sottogruppo centrale del gruppo degli automotfismi AutG.
Sia p un numero primo, A un p-gruppo abeliano e φ ∈ PAutA. Sia a un
elemento di A di periodo al piu´ pr, allora per il teorema precedente risulta
aφ = amp,r dove (mp,r, p) = 1, 0 < mp,r < p
r e mp,r ≡ mp,r−1(mod pr−1).
Queste condizioni implicano che per r ≥ 1 risulta
mp,r = α0 + α1p+ α2p
2 + ...+ αr−1pr−1
dove 0 < α0 < p e 0 ≤ αi < p. Pertanto a φ corrisponde l’unita` p-adica
α = α0 + α1p+ α2p
2 + ... .
Viceversa data l’unita` p-adica α esiste un unico automorfismo φ di A deter-
minato da α cos`ı definito:
aφ = aα = aα0+α1p+α2p
2+...+αr−1pr−1
per ogni elemento a di A di periodo al piu´ pr.
Inoltre, se A ha esponente infinito, α e` univocamente determinata da φ,
mentre se A ha esponente finito pr, allora α e` determinata da φ a meno di
un multiplo di pr.
Pertanto sussiste il seguente risultato.
Corollario 1.1.3 Sia G un gruppo abeliano.
(i) Se G e` non periodico, allora PAutG ha ordine 2 ed e´ generato dall’au-
tomorfismo inversione di G.
4(ii) Se G e` periodico, allora PAutG e` isomorfo al prodotto cartesiano dei
gruppi PAut(Gp) al variare di p in pi(G). In particolare se Gp ha espo-
nente infinito, PAutGp e` isomorfo al gruppo moltipilicativo dell’anello
dei p-adici invertibili; se Gp ha esponente finito p
n, PAutGp e´ isomor-
fo a AutCpn e cioe` al gruppo moltiplicativo degli elementi invertibili
dell’anello degli interi modulo pn.
Si ricordino alcune proprieta` dei gruppi sopracitati: detto p un numero
primo, il gruppo moltiplicativo delle unita` p-adiche e` prodotto diretto di un
gruppo ciclico di ordine 2 oppure p − 1, a seconda che p sia rispettivamente
pari oppure dispari, e del gruppo additivo delle unita` p-adiche F (p); mentre
AutCpn, se p e` dispari, ha ordine (p−1)pn−1 e se p = 2, e` prodotto diretto di
un gruppo di ordine 2 e di un gruppo ciclico di ordine 2n−2. Inoltre si osservi
che un gruppo periodico di automorfismi potenza di un p-gruppo abeliano di
esponente infinito e` ciclico finito di ordine 2 oppure p − 1.
Capitolo 2
Gruppi in cui la relazione di
normalita` e` transitiva
2.1 T -gruppi
Un gruppo si dice T -gruppo o che gode della proprieta` T , se ogni sottogruppo
subnormale e` normale, il che, come e` facile provare, equivale a considerare
i gruppi G con la seguente proprieta`: HCKCG implica che HCG. Notiamo
quindi esplicitamente che e` sufficiente considerare i sottogruppi subnormali di
difetto 2 per verificare se vale la proprieta` T in un gruppo; a titolo di curiosita`,
si osservi che, come si puo` immaginare, la lettera T sta per transitivita`.
E’ evidente che ogni gruppo semplice e` un T -gruppo e il gruppo diedrale
di ordine 8 e` il piu` piccolo gruppo finito che non sia un T -gruppo.
Nel seguito verranno esposti i risultati che caratterizzano i T -gruppi
risolubili infiniti ottenuti da D.J.S. Robinson.
Per definizione la classe dei T -gruppi e` chiusa per immagini omomorfe
e per sottogruppi subnormali, ma in generale non e` chiusa per sottogruppi.
Si pensi al gruppo alterno di grado 5 A5, esso e` semplice e contiene un
sottogruppo isomorfo al gruppo alterno di grado 4 A4; quest’ultimo contiene
un sottogruppo normale di ordine 4 isomorfo al gruppo quadrinomio V4, ma
e` privo di sottogruppi normali di ordine 2. E’ importante osservare che la
proprieta` T non si conserva per sottogruppi nemmeno se ci si restringe alla
classe dei T -gruppi risolubili finiti.
Prima di esibire il prossimo risultato riguardante la lunghezza della serie
centrale inferiore di un T -gruppo, si noti che evidentemente un T -gruppo
nilpotente e` dedekindiano (ossia ogni sottogruppo e` normale).
Si osservi che un noto risultato caratterizza completamente i gruppi dedekin-
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6diani come segue:un gruppo dedekindiano o e` abeliano oppure e`, prodotto di
un gruppo di quaternioni di ordine 8 e di un gruppo abeliano periodico privo
di elementi di periodo 4.
Lemma 2.1.1 Sia G un T -gruppo, allora la serie centrale inferiore termina
con L = [G,G′] ossia [L,G] = L. Inoltre l’indice di L in G′ e` al piu´ 2.
Dimostrazione − Sia n un intero positivo. Si consideri il quozienteG/γn(G).
Tale gruppo e` nilpotente e quindi per le ipotesi su G e` dedekindiano, per cui
ha classe di nilpotenza e` al piu´ 2 e quindi γn(G) contiene L = γ3(G). In
particolare per ogni n ≥ 4 si ha γn(G) = L.
Inoltre, poiche` G/L e` un T -gruppo nilpotente, il suo derivato G′/L ha
ordine al piu` 2.
uunionsq
Facciamo una breve digressione per riportare alcune definizioni che pos-
sono risultare utili ai fini di rendere piu` agevole la comprensione dei prossimi
risultati.
Se X e` una classe di gruppi, si dice che un gruppo G e` un gruppo iper-X
se esiste una serie normale ascendente di G, contenente i sotogruppi banali,
i cui fattori sono X-gruppi.
Un gruppo G si dice supersolubile se esiste una serie normale finita di G
contenente i sottogruppi banali a fattori ciclici.
Di seguito e` riportato un risultato di carattere generale che servira` per
dimostrare alcune importanti proprieta` nella classe dei T -gruppi.
Lemma 2.1.2 Sia G un gruppo e sia F il sottogruppo di Fitting di G. Se
tutti i sottogruppi di F sono normali in G, allora F = CG(G
′). In particolare
se G e` iperabeliano allora esso e` metabeliano e iperciclico.
Dimostrazione − Si osservi che una delle due inclusioni e` sempre verificata:
infatti il centralizzante CG(G
′) e` chiaramente normale in G e nilpotente (di
classe al piu` 2). Pertanto e` CG(G
′) ≤ F . Per le ipotesi sul sottogruppo di
Fitting, G induce automorfismi potenza su F , quindi, per il teorema 1.1.1,
si ha G′ ≤ CG(F ). Per cui F e` contenuto nel centralizzante CG(G′). Ora, se
G e` iperabeliano risulta CG(F ) ≤ F e quindi CG(F ) = Z(F ) e G′ e` abeliano
e iperciclicamente immerso in G.
uunionsq
Si osservi che in generale, per il teorema di Fitting, i sottogruppi ciclici
del sottogruppo di Fitting di un gruppo G sono subnormali in G. Pertanto
nella classe dei T -gruppi vale il seguente risultato
7Teorema 2.1.3 Sia G un T -gruppo e sia F il sottogruppo di Fitting di G
allora F = CG(G
′). In particolare F e` un gruppo dedekindiano.
Dimostrazione − Dal momento che G ha la proprieta` T , ciascun sot-
togruppo ciclico di F viene ad essere normale in G, per cui tutti i sottogrup-
pi del sottogruppo di Fitting sono normali in G. Pertanto direttamente dal
lemma precedente F = CG(G
′) ed in particolare F e` dedekindiano.
uunionsq
Segue, pertanto, dall’ultima osservazione sul sottogruppo di Fitting e dal
lemma 2.1.2, il seguente risultato sui T -gruppi risolubili
Teorema 2.1.4 Ogni T -gruppo iperabeliano e` metabeliano e iperciclico.
Come conseguenze dirette dell’ultimo teorema si ottengono i seguenti due
risultati:
Corollario 2.1.5 Sia G un T -gruppo, allora la serie derivata termina con
G′′ ossia G′′ = G′′′.
Teorema 2.1.6 Ogni T gruppo risolubile e` localmente supersolubile
82.2 Classificazione dei T -gruppi risolubili
La presenza di elementi di periodo infinito in un T gruppo risolubile puo`
incidere fortemente sulla struttura del gruppo. Per questa ragione e` naturale
trattare separatamente i T -gruppi risolubili periodici e quelli non periodici.
La classe dei T -gruppi risolubili e` stata suddivisa da D.J.S. Robinson in
quattro sottoclassi mutuamente disgiunte:
(1) la classe dei gruppi abeliani;
(2) la classe dei T-gruppi risolubili periodici non abeliani;
(3) la classe dei T-gruppi risolubili di tipo 1: un T -gruppo risolubile G
si dice di tipo 1 se G non e` abeliano e il centralizzante CG(G
′) non e`
periodico;
(4) la classe dei T-gruppi risolubili di tipo 2: Un T -gruppo risolubile G si
dice di tipo 2 se G non e` abeliano e non e´ periodico e il centralizzante
CG(G
′) e` periodico.
2.2.1 T -gruppi risolubili di tipo 1
Si prenda in esame la struttura di un T -gruppo risolubile di tipo 1. Sia G
un T -gruppo risolubile di tipo 1. Dalla definizione C = CG(G
′) contiene un
elemento aperiodico x e cio` comporta, avendo mostrato che C e` un gruppo
dedekindiano, che C e` un gruppo abeliano. Sia y ∈ C e z ∈ G. Poiche` 〈x〉
e 〈y〉 sono normali in G, si ha xz = x e yz = yη per opportuni interi  e η.
Se 〈x〉 ∩ 〈y〉 6= {1} allora esiste un elemento t = xδ = yν con δ e ν interi non
nulli. Si ha
xδ = (xz)δ = (xδ)z = (yν)z = (yz)ν = yην = (yν)η = xδη.
Pertanto poiche´ x e` aperiodico risulta  = η e yz = y per ogni y ∈ C.
Supponiamo ora che 〈x〉∩ 〈y〉 = {1}; poiche´ il sottogruppo 〈xy〉 e` normale in
G esiste un intero θ tale che (xy)z = (xy)θ. Percio` essendo C abeliano segue
xyη = xθyθ.
9Per cui per quanto supposto, si ha x = xθ e yη = yθ. Analogamente a quanto
visto prima segue  = θ e yz = y per ogni y ∈ C.
Ora si osservi che poiche` G non e` abeliano si puo` supporre che z non
appartenga a C e quindi che non lo centralizzi. Pertanto  6= 1; ora poiche´ x
e` aperiodico deve essere  = −1, per cui yz = y−1 per ogni y ∈ C. Quindi,
per l’ultimo risultato del capitolo precedente su PAutG, l’indice di C in
G e` esattamente 2, da cui segue che G = 〈z,C〉 e che z2 appartiene a C.
Dall’azione di z su C risulta z4 = 1, [z,C] = C2 e analogamente [z,C2] = C4
da cui, poiche` [z,C] = [z,G] si ha 〈z〉G = 〈z,C2〉 e 〈z〉〈z,C2〉 = 〈z,C4〉 e quindi
per la proprieta` T , 〈z,C2〉 = 〈z,C4〉.
Infine intersecando con C si ottiene, per l’identita` di Dedekind, 〈z2, C2〉 =
〈z2, C4〉.
Il prossimo risultato assicura che le proprieta` appena ottenute per un
T -gruppo risolubile di tipo 1 sono caratteristiche di questi gruppi.
Teorema 2.2.1 Siano G un gruppo, C un suo sottogruppo abeliano e z un
elemento di G non appartenente a C tale che
(i) |G : C| = 2
(ii) per ogni c ∈ C, cz = c−1
(iii) 〈z2, C2〉 = 〈z2, C4〉
Allora G e` un T -gruppo risolubile e C coincide con il centralizzante CG(G
′).
In particolare se C ha un elemento di periodo infinito, G e` T -gruppo risolubile
di tipo 1. Viceversa ogni T -gruppo risolubile di tipo 1 ha questa struttura.
Dimostrazione − La discussione che precede l’enunciato assicura che un
T -gruppo risolubile di tipo 1 rispecchia la struttura suddetta.
Reciprocamente si supponga che G verifichi le ipotesi enunciate. Si sup-
ponga HCKCG. Poiche` ogni sottogruppo di C e` normale in G si puo` supp-
porre che esiste un elemento y ∈ H \ C. Sia y = zc con c ∈ C. Allora K,
essendo normale inG, contiene [C, zc] = [C, z] = C2 (dove l’ultima uguaglian-
za deriva dalla (ii)), ossia C2 e` un sottogruppo di K. Pertanto analogamente
per H (normale in K), risulta che H contiene [C2, zc] = [C2, z] = C4.
Segue che H ≥ 〈(zc)2, C4〉, dove, per come agisce z sugli elementi di C,
(zc)2 = z2; dalla (iii) segue allora che H contiene 〈z2, C2〉.
Ora dalla (i) risulta G = 〈z,C〉 e quindi G′ = [z,C]. Si ricordi, d’altra
parte, che per la (ii) [C, z] = C2, per cui H, contenendo il derivato di G, e`
normale in G. Questo prova che G e` un T -gruppo.
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E` chiaro cheG sia risolubile in quanto estensione diC mediante il quoziente
G/C. Inoltre, poiche` G non e` abeliano e ha un elemento non periodico, per
la (i), C e` il massimo sottogruppo normale e nilpotente di G, ossia, per il
Teorema 2.1.3, C = CG(G
′).
Infine nelle ipotesi che C contenga un elemento di periodo infinito, G
viene ad essere un T -gruppo risolubie di tipo 1.
uunionsq
Corollario 2.2.2 Sia G un T -gruppo risolubile finitamente generato. Allora
G e` finito oppure abeliano.
Dimostrazione − - Dapprima si osservi che in tali ipotesi, per il Teorema
2.1.6, il gruppo G e` supersolubile, cio` comporta che G ha tutti i sottogruppi
finitamente generati.
Si supponga che G non sia abeliano e che il sottogruppo di Fitting F di G
non sia periodico, ossia che G sia un T -gruppo risolubile di tipo 1. Allora, dal
teorema precedente, esiste un elemento z di G che agisce come linversione su
F tale che G = 〈z, F 〉, z2 ∈ F e 〈z2, F 2〉 = 〈z2, F 4〉. Sia T il sottogruppo di
torsione di F . Il fattore F/T , in quanto T -gruppo nilpotente senza torsione
finitamente generato, e` abeliano libero di rango finito. Daltra parte, essendo
z2 un elemento periodico di F e 〈z2, F 2〉 = 〈z2, F 4〉, si ha F 2T/T = F 4T/T ,
pertanto F = T , il che e` assurdo.
Questo prova che se G non e` abeliano il sottogruppo F deve essere peri-
odico. Ora poiche` G e` supersolubile, F viene ad essere finito e quindi tale e`
anche G, in quanto G e` risolubile.
uunionsq
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2.2.2 Costruzione di un T -gruppo risolubile di tipo 1
Sia C∞ = {c1, c2, ...} un 2-gruppo di Pru¨fer, dove ci2 = ci−1 ∀i ∈ N e c0 = 1.
Sia Ci = 〈ci〉. Sia Di = 〈Ci, z〉 dove cz = c−1, ∀c ∈ Ci e z2 = 1 se i = 0,
mentre z2 = c1 per i = 1, 2,∞. Sia A un gruppo abeliano 2-divisibile e se
i = 0, 1, 2 un gruppo non identico. Sia Ei = DinA dove [Ci, A] = {1} e
az = a−1, ∀a ∈ A. Infine sia B un gruppo di esponente al piu` 2 e dimensione
r (che puo` essere anche non finita).
Si consideri il gruppo G := G(i ,A, r) definito come segue
G = Ei ×B.
Si osservi che se i = O, 1, Di = 〈z〉, ossia, D0 e D1 sono gruppi ciclici
rispettivamente di ordine 2 e 4; mentre il gruppo D2 = 〈z, c2〉 e` un gruppo
generato da due elementi di ordine 4 tali che z2 = c2
2 = (zc2)
2, pertanto
D2 e` isomorfo al gruppo dei quaternioni. Infine D∞ = 〈C∞, z〉 e` un gruppo
infinito non abeliano.
Dalla definizione si ottiene CG(G
′) = A×B×Ci. Sia C = CG(G′). Allora
G = 〈z,C〉 e naturalmente C e` normale in G. Poiche` G/C ' 〈z〉/〈z〉 ∩ C,
si ha in ogni caso |G/C| = 2. Inoltre ∀c ∈ C si ha cz = c−1, infatti:
il generico elemento c di C si puo` scrivere c = abci con a, b, ci opportuni
elementi rispettivamente di A,B,Ci, cos`ı
cz = azbzci
z = a−1bci−1 = a−1b−1ci−1 = c−1.
Infine 〈z2, C2〉 = 〈z2, C4〉. Dal Teorema 2.1.1 allora G e` un T -gruppo
risolubile e se A non e` periodico, e` di tipo 1.
Si noti che affinche`, G non sia nilpotente e` necessaria la richiesta che A
non sia identico per i = 0, 1, 2.
Al fine di dimostrare il prossimo teorema che caratterizza i T -gruppi risol-
ubili di tipo 1 si esibisce il seguente lemma che esprime una proprieta` di alcuni
gruppi abeliani.
Lemma 2.2.3 Sia A un gruppo abeliano tale che A2 = A4. Allora A si
spezza nel prodotto diretto di due sottogruppi B e C tali che B2 = B e
C2 = {1}. Inoltre se A1 = B1×C1 e A2 = B2×C2 sono due gruppi di questo
tipo, allora A1 ' A2 se e solo se B1 ' B2 e C1 ' C2.
Dimostrazione − Sia a ∈ A; allora per le ipotesi esiste b ∈ A2 tale che
a2 = b2. Pertanto per ogni elemento a di A esiste un elemento b di A2 tale
che l’elemento ab−1 appartiene ad A[2] (si ricordi che A[2] e` il sottogruppo
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di A costituito dagli elementi x di A tali che x2 = 1). Segue che il generico
elemento a di A si puo` scrivere come il prodotto di un opportuno elemento b
di A2 e dell’ elemento ab−1 di A[2].
Si consideri il sottogruppo A[2]∩A2: esso e` un fattore diretto di A[2]. Sia
C il suo complemento in A[2] e B = A2. Allora A = B×C e risulta B2 = B
(per le ipotesi su A) e C2 = {1}. L’ultima parte dell’asserto e` ovvia.
uunionsq
Come conseguenza di questo lemma si ottiene la seguente caratteriz-
zazione che ritornera` utile nei capitoli successivi.
Teorema 2.2.4 Sia G un gruppo
(i) Se G = G(i, A, r) e` un gruppo del tipo appena definito, allora G e` un
T-gruppo risolubile non nilpotente. In particolare, se A non e` periodico,
G e` di tipo 1.
(ii) Ogni T-gruppo risolubile di tipo 1 e` isomorfo ad un gruppo di tipo
G(i, A, r).
(iii) G(i1, A1, r1) ' G(i2, A2, r2) se e solo se i1 = i2, A1 ' A2 ed r1 = r2.
Pertanto la terna (i, A, r) determina completamente il gruppo G(i, A, r)
a meno di isomorfismi.
Dimostrazione − La (i) e` stata provata nella discussione antecedente il
lemma. Restano percio` da dimostrare le ultime due affermazioni.
Sia G un T -gruppo risolubile di tipo 1 allora per il teorema 2.2.1 G =
〈z,C〉 dove C = CG(G′) e risulta 〈z2, C2〉 = 〈z2, C4〉.
Si supponga dapprima z2 = 1. Allora C2 = C4 e quindi per il lemma
appena enunciato risulta C = A × B dove A2 = A e B2 = {1}. Ora per
la proprieta` T , BCG e per quanto supposto 〈z〉 ∩ C = {1}. Segue che
G = 〈z,A〉 ×B ' G(0, A, r) dove r e` la dimensione di B.
Ora si supponga z2 6= 1 e che z2 appartenga ad un sottogruppo C∞ di C,
isomorfo a Z2∞. Percio`, poiche` C∞ e` divisibile, si ha C = C∞ × C∗ e quindi
(C∗)2 = (C∗)4. Applicando di nuovo il lemma 2.2.3 si ha C∗ = A ×B dove
A2 = A e B2 = {1}. Segue che G = 〈z,C∞ ×A〉 ×B ' G(∞, A, r) dove r e`
la dimensione di B.
D’altra parte, se z2 non appartiene ad alcun sottogruppo di C di tipo
C2∞, si puo` considerare il quoziente C/〈z2〉. Analogamente a quanto fatto
finora ripetendo il ragionamento, si ottiene C/〈z2〉 = A¯/〈z2〉 × B¯/〈z2〉 dove
(A¯/〈z2〉)2 = A¯/〈z2〉 e (B¯/〈z2〉)2 = {1}.
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Sia A = A¯2. Dal momento che A¯ = A¯2〈z2〉 e z4 = 1 si ha A¯2 = A2, ossia
A = A2. Pertanto per quanto supposto, z2 non appartiene ad A e quindi
A¯ = A× 〈z〉2. Si distinguano due casi:
(I) B¯ ha esponente al piu` 2. Allora B¯ si spezza su 〈z2〉 e quindi B¯ =
B×〈z2〉, C = A×B×C1 dove C1 = 〈z2〉 e G = 〈z,A×C〉×B ' G(1, A, r)
dove r e` la dimensione di B.
(II) B¯ non ha esponente 2. Allora esiste un elemento c2 di B¯ di periodo
4 tale che c2
2 = z2. Pertanto B¯ si spezza su C2 = 〈c2〉 e quindi B¯ = B ×C2,
C = A× B × C2 e G = 〈z,A × C2〉 ×B ' G(2, A, r) dove r la dimensione
di B. Resta cos`ı provata la (ii).
Sia α un isomorfismo di G1 = G(i1, A1, r1) in G2 = G(i2, A2, r2). Si ha
allora
Gk = 〈zk, C(k)〉, dove C(k) = CGk (Gk ′) = Cik ×Ak ×Bk per k = 1, 2
Allora α manda C(1) in C(2). Inoltre si ha z1
α = z2c2 con c2 ∈ Ci2, pertanto
(z1
2)α = (z2c2)
2 = z2
2. Sicche` i1 = i2, e distinguendo i casi per i = 0, 1, 2,∞,
si puo` concludere anche A1 ' A2 e r1 = r2.
uunionsq
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2.2.3 T -gruppi risolubili periodici
Si inizi col considerare i due seguenti lemmi riguardanti p-gruppi (p nu-
mero primo) con la proprieta` T . Si osservi che, per motivi di chiarezza di
esposizione, si e` scelto di separare in due lemmi il caso pari dal caso dispari.
Lemma 2.2.5 Sia p un numero primo, p > 2.
Sia G un p-gruppo iperabeliano con la proprieta` T . Allora G e` abeliano.
Dimostrazione − Si distinguano due casi:
(I) il gruppo G ha esponente finito pn. Si inizi con l’osservare che ogni
sottogruppo del derivato di G di esponente p e` contenuto nel centro di G;
infatti, dal momento che G′ e` abeliano, per la proprieta` T i suoi sottogruppi
sono normali in G, in particolare quelli di ordine p sono centrali. Pertanto
l’n + 2-esimo termine della seria centrale inferiore di G e` identico e G e`
nilpotente e quindi dedekindiano. D’altra parte G e` un p-gruppo con p > 2,
per cui G deve essere abeliano;
(II) il gruppo G ha esponente infinito. Per quanto visto nel caso (I), si
puo` supporre che G′ abbia indice infinito. Ora, dal corollario 1.1.3, segue che
PAutG′ e` isomorfo al gruppo moltiplicativo delle unita` p-adiche. Pertanto,
ricordando la struttura di tale gruppo, si deduce che il quoziente G/CG(G
′)
e` finito e il suo ordine divide p − 1. Si puo` concludere quindi che G =
CG(G
′) e ragionando analogamente al caso (I) l’asserto resta completamente
dimostrato.
uunionsq
Lemma 2.2.6 Sia G un 2-gruppo.
G e` un T -gruppo risolubile se e solo se G e` dedekindiano oppure e` iso-
morfo ad un gruppo di tipo G(i, A, r) (definito nel paragrafo precedente).
Dimostrazione − La condizione e` chiaramente sufficiente.
Inversamente, procedendo come nel lemma precedente, poiche` ora G e` un
2-gruppo, se il gruppo G ha esponente finito, si puo` solo asserire che G e` un
2-gruppo di Dedekind. Si supponga allora che G abbia esponente infinito; in
tal caso anche il centralizzante CG(G
′), avra` esponente infinito, ed essendo
per la proprieta` T un gruppo dedekindiano, sara` abeliano. Ora, dal corollario
1.1.3 segue che il quoziente G/C ha ordine 2 e quindi esiste z ∈ G \ C
tale che G = 〈z,C〉 e cz = c−1 ∀c ∈ C. Ripercorrendo i ragionamenti
effettuati nei paragrafi precedenti, dall’azione di z su C, risulta z4 = 1 e
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〈z2, C2〉 = 〈z2, C4〉. Pertanto, procedendo come nel teorema 2.2.4 (ii), si ha
G ' G(i, A, r) dove i = 0, 1, 2,∞, r e` un certo cardinale e A e´ un 2-gruppo
abeliano divisibile, non identico se i = 0, 1, 2.
uunionsq
Prima di passare al prossimo risultato si facciano le seguenti consider-
azioni:
detto G un gruppo, pi(G) denota l’insieme dei numeri primi p per i quali
esiste almeno un elemento di G di periodo p.
Inoltre si osservi che in un T -gruppo vale il seguente enunciato.
Lemma 2.2.7 Siano G un T -gruppo risolubile ed L = [G′, G]; allora L2 e`
un 2-gruppo abeliano divisibile.
Dimostrazione − Chiaramente, essendo G metabeliano, L e` un sottogrup-
po abeliano di G. E’ possibile percio` condiderare il quoziente G/L2. Dalla
proprieta` T segue che i sottogruppi del fattore L/L2 sono normali in G. D’al-
tra parte e´ noto che un gruppo di esponente 2 e` prodotto diretto di gruppi di
ordine 2, pertanto L/L2 risulta essere un fattore centrale e G/L2 nilpotente.
Segue, dal lemma 2.1.1, {1} = [L/L2, G/L2] = L/L2, il che implica L = L2
e quindi L2 = L2
2 come volevasi dimostrare.
uunionsq
Si e` giunti ad un importante risultato, nel quale viene completamente
descritta la struttura di Sylow di un T -gruppi risolubile periodico.
Teorema 2.2.8 Sia G un T -gruppo risolubile periodico. Siano L il terzo
termine della serie centrale inferiore di G, p ∈ pi(L) e C(p) = CG(Lp). Si
possono ottenere i seguenti casi:
(i) Se p e` dispari, allora p /∈ pi(G/L), il quoziente G/C(p) e` un gruppo
ciclico finito non identico il cui ordine divide p− 1 e si ha che un ele-
mento di G o permuta con tutti gli elementi di Lp oppure non permuta
con alcun elemento di Lp non identico.
(ii) Se p = 2, allora 2 ∈ pi(G/L), il quoziente G/C(2) ha ordine 2 e per
ogni elemento x di G non appartenente a C(2) si ha lz = l−1 ∀l ∈ L2.
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Dimostrazione − Sia p un numero primo dispari appartente a pi(L) e sia
K(p)/L la p-componente di G/L. Dal momento che il fattore K(p)/Lp′ e` un
p-gruppo risolubile con la proprieta` T , dal lemma 2.2.5 segue che K(p)/Lp′
e` abeliano. Pertanto l’interderivato [K(p), Lp] e` contenuto in Lp′ e quindi
K(p) ≤ C(p). Ora G/C(p), essendo un quoziente di G/K(p), e` un p′-gruppo,
percio`, dalla struttura di PAutLp, e` ciclico di ordine divisore di p−1. Inoltre,
poiche` L/Lp′ ≤ Z(C(p)/Lp′), il quoziente C(p)/Lp′ e` nilpotente; dall’ipotesi
su p risulta Lp′ < L e quindi C(p) < G. Sia x un elemento di G\C(p), allora
per quanto visto nel capitolo 1, x induce su Lp un automorfismo potenza x¯
che associa a ciascun elemento a di Lp l’elemento a
ω dove ω e` un’unita` p-
adica tale che ω 6≡ 1(mod p), pertanto x non permuta con alcun elemento di
Lp diverso dall’unita`. Quindi l’applicazione a 7→ [a, x] e` un automorfismo di
K(p)/Lp′ e [K(p), x]Lp′ = K(p). D’altra parte K(p)/L e` incluso nel centro
di G/L, pertanto K(p) = L e quindi p /∈ pi(G/L).
Si supponga ora che 2 ∈ pi(L); allora, dal lemma precedente, L2 e` prodotto
diretto di copie di Z2∞ e quindi dalla struttura di PAutL2 risulta che il
quoziente G/C(2) ha ordine 2. Infine poiche` L e` contenuto in C(2), si ha
p ∈ pi(G/L). E’ chiaro poi che ogni elemento di G \ C(2) induce in L2
l’automorfismo inversione.
uunionsq
Capitolo 3
Gruppi in cui ogni sottogruppo
subnormale infinito e` normale
3.1 IT -gruppi
Un gruppo si dice un IT-gruppo o che gode della proprieta´ IT se ogni sot-
togruppo subnormale infinito e` normale.
Ovviamente, nel caso finito, la proprieta` e` banalmente verificata, e priva
di significato. La classe degli IT -gruppi, chiaramente, costituisce una gen-
eralizzazione della classe dei T -gruppi; tale classe e` stata trattata nel caso
risolubile da F. de Giovanni e S. Franciosi e successivamente da H, Heineken.
Nel corso di questo capitolo verra` esibito un esempio di IT -gruppo risolu-
bile non avente la proprieta` T . E’ utile osservare che la classe degli IT -gruppi
e` ovviamente chiusa per quozienti e per sottogruppi subnormali (infiniti); in
particolare passando al quoziente tramite un sottogruppo normale infinito, il
gruppo che si ottiene e` un T -gruppo.
Vale la pena menzionare una notevole proprieta` che sussiste in questa
classe di gruppi: il join di due sottogruppi subnormali (e quindi di un numero
finito) e` ancora subnormale. Infatti, se almeno uno dei due sottogruppi fosse
infinito, si otterrebbe il caso piu` semplice di un sottogruppo generato da un
sottogruppo normale e uno subnormale che chiaramente e` ancora subnormale;
in caso contrario, e` di nuovo un fatto noto che il sottogruppo generato da
due sottogruppi subnormali finiti e` ancora subnormale (finito).(teorema 1.3.3.
[14])
I prossimi due enunciati saranno di ausilio nel seguito.(per le dimostrazioni
si rimanda a [19] (Parte 1, teorema 4.25 e teorema 3.13).
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Lemma 3.1.1 Sia G un gruppo. Se l’i-esimo termine della serie centrale
inferiore γi+1(G) di G e` finito, per qualche intero positivo i, allora il quoziente
G/Z2i(G) e` finito.
Lemma 3.1.2 Sia G un gruppo e siano A un sottogruppo normale abeliano
divisibile di G e H un sottogruppo di G tale che [A,nH] = {1}. Se H/H ′ e´
periodico, allora [A,H] = {1}
Richiamo. In un gruppo il sottogruppo generato dai sottogruppi ciclici
subnormali prende il nome di radicale di Baer e si denota con ρB(G). Un
gruppo si dice gruppo di Baer se coincide con il suo radicale di Baer.
E’ noto che un gruppo di Baer e` localmente nilpotente; inoltre evidente-
mente un T -gruppo di Baer e` nilpotente. Il prossimo risultato generalizza
l’ultima affermazione nella classe degli IT -gruppi.
Proposizione 3.1.3 Ogni IT -gruppo di Baer e` nilpotente.
Dimostrazione − Sia G un IT -gruppo di Baer. E’ chiaro, per quanto
premesso che si puo` supporre che G sia infinito. Si supponga dapprima che
G contenga un elemento aperiodico x. Si ponga X = 〈x〉. Per le ipotesi su
G, X e` normale in G, per cui, fissato un intero k > 2, il quoziente G/X2
k
gode della proprieta` T , percio` per quanto suddetto, e` dedekindiano. D’altra
parte, qualunque sia k, G/X2
k
contiene almeno l’elemento x2
k−3
di periodo
8, da cui segue che G/X2
k
e` abeliano. Pertanto
G′ ≤ ⋂
k>2
X2
k
= {1}
e quindi G e` abeliano.
Si puo` quindi supporre che G sia periodico e non abeliano. Sia x un el-
emento non centrale di G; poiche` 〈x〉 e` un sottogruppo subnormale proprio
di G risulta xG < G. D’altra parte il CG(x
G) e` anch’esso un sottogruppo
proprio di G. Se xG fosse finito, allora, essendo G/CG(x
G) finito, risulterebbe
CG(x
G) infinito; pertanto almeno uno dei due sottogruppi xG oppure CG(x
G)
deve essere infinito. Occorre osservare che γ3(G) non contiene nessun sot-
togruppo proprio normale infinito di G, in quanto i quozienti di G mediante
questo tipo di sottogruppi, essendo T -gruppi, hanno classe di nilptenza al
piu` 2.
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Nel caso in cui γ3(G) fosse finito, dal lemma 3.1.1 e dal fatto che, come gia`
osservato, un gruppo di Baer e` localmnte nilpotente, si avrebbe che G/Z4(G)
sarebbe nilpotente e quindi anche G.
Quindi si supponga che γ3(G) sia infinito. Sia L = γ3(G) e sia x un
elemento di LCome prima si ha xL oppure CG(x
L) e` infinito. Se xL fosse
infinito allora, per quanto provato, si avrebbe L = 〈x〉L, contro il fatto che 〈x〉
e` un sottogruppo subnormale proprio di G. Allora il centralizzante CG(x
L) e`
infinito, sicche`, analogamente a quanto appena visto, si ha L = CG(x
L), da
cui x e` centrale in L. Dall’arbitrarieta` di x, segue che L e` abeliano.
Dall’ipotesi di periodicita` suG, L e` prodotto diretto delle sue p-componenti
primarie al variare di p in pi(L). Si noti che pi(L) deve essere finito altrimenti,
per ogni numero primo q ∈ pi(L), si avrebbe che il sottogruppo Drp∈pi(L)\{q}Lp
sarebbe un sottogruppo normale infinito proprio, il che sarebbe una contrad-
dizione. Sia pi(L) = {p1, p2, ..., pn}. Per ogni i ∈ {1, 2, ..., n}, si ha Lpi finito,
oppure Lpi = L. Poiche` si e` nelle ipotesi che L sia infinito, L e` un p-gruppo
per qualche p ∈ {p1, p2, ..., pn}. Inoltre si osservi che L non ha sottogruppi
propri di indice finito, in quanto se M fosse un sottogruppo proprio di indice
finito di L, allora M sarebbe un sottogruppo proprio di L infinito e normale
in G, per la proprieta` IT . Si puo` quindi affermare che L e` di tipo p∞.
Ora, dal momento che, per ogni elemento g di G, il sottogruppo 〈g〉 e`
subnormale in G, esiste un intero positivo n tale che [G,n g] = {1} ed in
particolare [L,n g] = {1}. Applicando il lemma 3.1.2 si ha [L, g] = {1}, per
ogni g ∈ G, che equivale a dire che L = γ3(G) ≤ Z(G). Segue subito che G
e` nilpotente.
uunionsq
Ripercorrendo ragionamenti utilizzati nella dimostrazione dell’ultimo risul-
tato si giunge a due interessanti conseguenze: un IT-gruppo di Baer non
abeliano e` necessariamente periodico e un IT-gruppo di Baer periodico e pri-
vo di sottogruppi propri G-ivarianti infiniti e` di tipo p∞ per qualche primo
p. Il seguente teorema fornisce una completa descrizione degli IT -gruppi
nilpotenti
Teorema 3.1.4 Sia G un gruppo infinito. Allora i seguenti enunciati sono
equivalenti:
(i) G e` un IT -gruppo nilpotente.
(ii) G e` dedekindiano oppure estensione centrale di un p-gruppo di Pru¨fer
mediante un gruppo di Dedekind finito, per qualche primo p.
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In particolare se G e` un IT -gruppo nilpotente allora il derivato di G e` finito
e γ4(G) = {1}.
Dimostrazione − Sia vera la (i). Se G non e` dedekindiano allora per
quanto prima osservato G e` periodico e pertanto localmente finito. E’ evi-
dente che, dalle ipotesi su G, ogni sottogruppo infinito di G e` G-invariante.
Discende subito, da un risultato di C˘ernicov (rif. [19] Parte 1), che G con-
tiene un sottogruppo normale di tipo p∞ per qualche primo p, si dica A, tale
che G/A e` un gruppo di Dedekind finito. Applicando nuovamente il lemma
3.1.2, analogamente a quanto fatto nella dimostrazione precedente, essendo
G nilpotente e periodico, si ha che A e` un sottogruppo centrale in G. In
particolare il quoziente G/Z(G) e` finito e quindi lo e` anche G′ ([Schur]).
Supponiamo ora che sia vera la (ii) e che G non sia di Dedekind. Sia A
un sottoruppo centrale di G isomorfo a Zp∞ per qualche primo p, tale che
G/A sia un gruppo di Dedekind finito. Se H e` un sottogruppo infinito di G,
dal momento che
H/H ∩ A ' AH/A ≤ G/A,
si ha che H ∩ A e` infinito e quindi A = H ∩ A. Pertanto A ≤ H, e percio`,
essendo G/A un gruppo di Dedekind, H e` normale in G. Segue, naturalmnte,
che G e` un IT -gruppo.
uunionsq
E’ doveroso osservare che esistono IT -gruppi nilpotenti che non godono
della proprieta` T , come mostra il seguente esempio:
Siano A un gruppo di tipo p∞, B = 〈b〉 un gruppo ciclico di ordine primo p
e a1 un elemento di A di periodo p. Si consideri il prodotto diretto C = A×B
e l’automorfismo α di C definito dalle relazioni bα = a1b e a
α = a, ∀a ∈ A.
Si osservi, ora, che il p-gruppo G = 〈α〉nC e` un IT -gruppo nilpotente, in
quanto A e` un sottogruppo centrale in G e G/A e` un p-gruppo di ordine p2,
ossia e` abeliano; tuttavia G non e` un T -gruppo, in quanto B non e` normale
in G.
Prima di procedere nella prossima osservazione si ricordi la seguente
definizione:
un gruppo G si dice subsolubile se ha una serie ascendente a fattori abeliani
i cui termini sono sottgruppi subnormali in G.
Ora si noti che, come accade nei T -gruppi subsolubili, la lunghezzza
derivata di un IT -gruppo e` limitata ma, come e` ragionevole che sia, si ri-
esce ad ottenere un risultato, seppur lievemente, piu` debole. Infatti sussiste
quanto segue:
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Corollario 3.1.5 Sia G un IT -gruppo subsolubile infinito. Allora G e` risol-
ubile e G(3) = {1}.
Dimostrazione − Dapprima si osservi che, dal momento che G e` iper-
abeliano infinito, il suo radicale di Baer deve essere infinito e quindi, seguendo
il ragionamento fatto all’inizio della dimostrazione del teorema precedente,
si ha che G contiene un sottogruppo normale abeliano infinito, diciamolo
A. Allora il quoziente G/A e` un T -gruppo subsolubile e quindi G′′ ≤ A e
G(3) = {1}.
uunionsq
Discende subito:
Corollario 3.1.6 Sia G un IT -gruppo infinito; allora G(3) e` l’ultimo termine
della serie derivata di G.
Dimostrazione − Il gruppo G/G(4) e` ovviamente un IT -gruppo risolubile,
pertanto G(3) = G(4) e la serie derivata risulta stazionaria.
uunionsq
Il prossimo esempio mostra che quanto appena provato e` quanto di piu`
era possibile ottenere. Infatti, ora, esibiremo un IT -gruppo risolubile non
metabeliano.
Sia p un numero primo, p > 2. Siano A un gruppo di tipo p∞, B = 〈b〉
un gruppo di ordine p, C = A × B e a1 un elemento di A di periodo p. Si
considerino i due automorfismi di C, φ e ψ, definiti dalle relazioni
bφ = a1b e a
φ = a, ∀a ∈ A
bψ = b−1 e aψ = a, ∀a ∈ A.
Allora si ha φp = ψ2 = 1 e φψ = φ−1. Il prodotto semidiretto 〈φ,ψ〉nC e`
naturalmente risolubile, inoltre, tale gruppo ha la proprieta` IT , essendo G/A
un T -gruppo. Pertanto G e` un IT -gruppo risolubile ma non e` metabeliano,
infatti [b, ψ] = b−2 e [φ,ψ] = φ−2, da cui segue [b−1, φ−1] = a−11 , sicche` G
′
non e` abeliano.
Intanto sussistono le seguenti ulteriori proprieta`, relative ai termini non
banali della serie derivata di un IT -gruppo subsolubile.
Teorema 3.1.7 Sia G un IT -gruppo subsolubile infinito allora G′ e` nilpo-
tente e G′′ e` ciclico di ordine potenza di primo.
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Dimostrazione − Sia F il sottogruppo di Fitting di G. Poiche` G e` risolu-
bile infinito, F deve essere infinito. Pertanto il quoziente G/F e` un T -gruppo
risolubile, il che implica che G′′ e` contenuto in F . Ripetendo lo stesso ra-
gionamento per ogni sottogruppo normale infinito di G, si ha che G′′ e` privo
di sottogruppi G-invarianti infiniti.
Si osservi in primo luogo che, essendo, ovviamente, un IT -gruppo di Baer,
F e` nilpotente e quindi e` tale anche G′′.
Si supponga per assurdo che G′′ non sia periodico, sicche` F sarebbe
abeliano, in accordo con alcune osservazioni fatte in precedenza. Pertan-
to ogni sottogruppo G′′ sarebbe G-invariante e di conseguenza finito. In
particolare G′′ sarebbe periodico contro quanto supposto. Segue che G′′ e`
periodico.
Si mostrera` che G′′ e` addirittura finito: infatti se per assurdo fosse infini-
to, per quanto osservato in precedenza, G′′ sarebbe di tipo p∞, per qualche
primo p. In tal caso il quoziente G/CG(G
′′) sarebbe abeliano e quindi
γ3(G
′) = [G′′, G′] = {1}. Allora G′, essendo un IT -gruppo nilpotente, per
il teorema 3.1.4, avrebbe derivato finito, il che e` una contraddizione. Resta
cos`ı provato che G′′ e` finito; cosicche` dal lemma 3.1.1 il quoziente G′/Z2(G′)
e` finito. D’altra parte quest’ultimo e` il derivato del gruppo G/Z2(G
′), per-
tanto, riapplicando il lemma 3.1.1, si ottiene che N/Z2(G
′) = Z2(G)/Z2(G′))
ha indice finito in G/Z2(G
′). Percio` N e` infinito e G/N e` un T-gruppo risol-
ubile finito e quindi supersolubile. Allora G′N/N ' G′/G′ ∩N e` nilpotente;
inoltre G′ ∩N e` contenuto in Z4(G′) e quindi G′ e` nilpotente.
InfineG′ ≤ F e G′′ ≤ F ′. Ora la struttura di F e` completamente descritta
dal teorema 3.1.4: se F e` dedekindiano allora |G′′| ≤ 2, altrimenti, per
precedenti osservazioni, F contiene un sottogruppo A ' Zp∞ per qualche
primo p, e quindi, dovendo essere G′′ propriamente incluso in A, G′′ e` un
p-gruppo ciclico finito.
uunionsq
Allo scopo di esibire una caratterizzazione degli IT -gruppi risolubili non
periodici, iniziamo col capire cosa succede se in un IT -gruppo risolubile il
cui sottogruppo di Fitting non e` periodico.
Lemma 3.1.8 Sia G un IT -gruppo risolubile. Se il sottogruppo di Fitting
F (G) non e` periodico allora G e` un T − gruppo.
Dimostrazione − Basta provare che i sottogruppi subnormali finiti sono
normali in G. Sia x un elemento non periodico di F e sia H un sottogruppo
subnormale finito di G. Naturalmente H〈x〉 e` subnormale in G e infinito
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e quindi normale. E’ chiaro che H ∩ 〈x〉 = {1} e quindi H e` il massimo
sottogruppo periodico di H〈x〉. Pertanto H ch H〈x〉 C G da cui segue che
H e` normale in G.
uunionsq
Dall’ultimo risultato, segue, in particolare, che il sottogruppo di Fitting di
un IT -gruppo risolubile che non gode della proprieta T deve essere periodico.
Teorema 3.1.9 Sia G un gruppo risolubile infinito periodico. G e` un IT -
gruppo se e solo se G e` un T -gruppo oppure e` estensione di un p-gruppo di
Pru¨fer mediante un T -gruppo finito.
Dimostrazione − Chiaramente la condizione e` sufficiente. Sia G un IT -
gruppo. Dapprima si supopnga che lo zoccolo S del sottogruppo di Fitting
F di G sia infinito. Sia H un sottogruppo subnormale finito di G e sia
H0 = H ∩ S. Si ha S/H0 = Dri∈I Si/H0, con ogni Si/H0 di ordine primo e
I un insieme infinito; se Vi/H0 = Dri∈I Si/H0, i sottogruppi Vi e ViH sono
normali in G ( ∀i ∈ I ). Allora H0 = ⋂i∈I Vi e` normale in G, quindi si
puo` assumere H0 = {1} e HS = HnS e conseguentemente H = ⋂i∈IHVi e`
normale in G; in tal caso G e` un T -gruppo.
Ora si supponga che S sia finito. Dal momento che F e` infinito, il massimo
sottogruppo normale abeliano divisibile di F non e` banale. Si distinguono
due casi. Si assuma, in primo luogo, che D non sia un gruppo di Pru¨fer,
e sia H un sottogruppo subnormale finito di G; se H0 = H ∩ D, D/H0 e`
un gruppo divisibile che non e` un gruppo di Pru¨fer, allora H0 e` intersezione
di sottogruppi subnormali infiniti e quindi e` normale. Denotando con s il
difetto di H in G, si ha [D,sH] ≤ D ∩ H = H0 e applicando il lemma 3.1.2
al quoziente G/H0, si ha che [D,H] ≤ D∩H e quindi H e` normale in HD, e
come prima H e` normale in G. Sicche` anche in questo caso G e` un T -gruppo.
Si supponga infine cheD sia di tipo p∞ per qualche primo p; poiche` lo zoccolo
e` finito, D ha indice finito in F . D’altra parte il quoziente G/CG(F ) e` finito
[rif [19]Part 1, pag 85]; poiche` CG(F ) ≤ F , segue che il T -gruppo G/D e`
finito.
uunionsq
Sebbene il caso non periodico esula dagli studi di questa tesi, e` interes-
sante osservare che gli IT-gruppi risolubili sono stati completamente descritti
anche in tali ipotesi (S. Franciosi F. de Giovanni [8]), come segue:
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Teorema 3.1.10 Sia G un gruppo risolubile infinito. Se G non e` periodico
allora G e` un IT -gruppo se e solo se G e` T -gruppo oppure il sottogruppo di
Fitting e` periodico e G′ e` di tipo p∞ per qualche primo p e ha indice finito
nel massimo sottogruppo di torsione
A tal punto, per sottolineare la rilevanza del precedente risultato, esibi-
amo un esempio di gruppo che provera` che esistono IT -gruppi risolubili non
periodici che non sono T -gruppi.
Sia p un numero primo, A un gruppo di tipo p∞, B = 〈b〉 un gruppo
ciclico di ordine p, C = A × B, a1 un elemento di A di periodo p, α un
automorfismo di C definito come segue
α(b) = a1b e α(a) = a
p2+1 ∀a ∈ A
Sia G il prodotto semidiretto 〈α〉nC. Allora C concide col Fitting di G e
risulta G′ = A; pertanto, poiche` il massimo sottogruppo di torsione coincide
anch’ esso con C, per il teorema appena enunciato, G ha la proprieta` IT .
Tuttavia B e` un sottogruppo subnormale non normale, percio` G non e` un
T -gruppo.
Come stabilisce il corollario 2.2.2 un T -gruppo risolubile finitamente gen-
erato e` finito oppure abeliano.
Si osservi che tale risultato non puo` essere esteso al caso di T -gruppi
risolubili-per-finiti finitamente generati basta infatti considerare il prodotto
diretto tra un gruppo semplice finito non abeliano e un gruppo ciclico infinito.
Tuttavia sussiste il seguente risultato:
Teorema 3.1.11 Sia G un IT -gruppo risolubile-per-finito finitamente gen-
erato. Allora il quoziente G/Z(G) e` finito. Inoltre se G e` risolubile allora G
e` finito oppure abeliano.
Dimostrazione − Si supponga dapprima che G sia risolubile. Sicche` G′
non puo` essere di tipo p∞: pertanto, il gruppo G e` finito oppure abeliano
(teorema 1.11 [8]).
Sia ora G un IT -gruppo risolubile-per-finito finitamente generato e sia K
un sottogruppo normale risolubile di G di indice finito. Allora, per quanto
osservato nella prima parte della dimostrazione ed essendo K un IT -gruppo
risolubile finitamente generato infinito, K risulta essere abeliano.
Dal momento che K, per una nota caratterizzazione sui gruppi abeliani e
finitamente generati, puo` essere scelto senza torsione,K ha tutti is sottogrup-
pi normali in G e quindi il quoaziente G/CG(K) e` abeliano. Segue che il
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sottogruppo derivato commuta con K e quindi K ∩G′ ≤ Z(G′). Il quoziente
G′/K ∩G′ e` finito in quanto isomorfo ad un sottogruppo di G/K per cui
tale e` anche G′/Z(G′). Pertanto anche G′′ e` finito (Schur); poich G/G′′ e` un
IT -gruppo risolubile finitamente generato infinito, G/G′′ e` abeliano, ossia
G′ = G′′.
Allora G’ finito, per cui anche G/Z(G) e` finito.
uunionsq
Capitolo 4
Gruppi in cui ogni sottogruppo
subnormale finito e` normale
4.1 FT -gruppi
Un’altra possibile generalizzazione della classe dei T -gruppi nasce dalla du-
alizzazione della proprieta` IT esposta nel capitolo precedente. Un gruppo si
dice un FT -gruppo o che gode della proprieta` FT se ogni suo sottogruppo
subnormale finito e` normale.
Escludendo il caso finito, che ovviamente si ridurrebbe allo studio della
classe dei T -gruppi finiti, si prenderanno in considerazione FT -gruppi risol-
ubili infiniti. Piu` in generale si fara` riferimento a gruppi subsolubili infiniti:
un gruppo G si dice subsolubile se ha una serie ascendente di sottorguppi
subnormali a fattori abeliani.
Si osservi che un gruppo senza torsione e` banalmente un FT -gruppo, ci
soffermeremo pertanto nello studio di gruppi periodici.
Chiaramente la proprieta` FT si conserva per sottogruppi subnormali.
A differenza della classe dei T -gruppi, la nuova classe in questione non e`
chiusa per immagini omomorfe, verra` esibito nel seguito un controesempio;
in particolare il quoziente di un FT -gruppo mediante un sottogruppo normale
finito e` ancora un FT -gruppo.
Ai fini dello studio di questo tipo di gruppi introduciamo una classe di
gruppi ausiliaria, definita al seguente modo:
un gruppo G si dice un AT -gruppo o che gode della proprieta` AT se ogni
sottogruppo abeliano subnormale di G e` normale.
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Lemma 4.1.1 Un gruppo G e` un AT -gruppo se e solo se G agisce come un
gruppo di automorfismi potenza sul suo radicale di Baer.
Dimostrazione − Sia B il radicale di Baer di G. Se G e` un AT -gruppo,
segue immediatamente cheG agisce come un gruppo di automorfismi potenza
su B, dal momento che ogni sottogruppo ciclico di B e` subnormale in G.
Reciprocamente si supponga che ogni elemento di G induce un automor-
fismo potenza su B. Siccome tutti i sottogruppi subnormali abeliani di G
sono contenuti in B, tali sottogruppi sono normali in G e quindi G ha la
proprieta` AT . uunionsq
Teorema 4.1.2 Sia G un AT -gruppo subsolubile. Allora G e` metabeliano.
Dimostrazione − Sia B il radicale di Baer di G. Poiche` il gruppo G e` sub-
solubile, B contiene il suo centralizzante CG(B). D’altra parte, il quoziente
G/CG(B), per il lemma precedente, e` isomorfo ad un gruppo di automorfismi
potenza di B e quindi e` abeliano. Pertanto il sottogruppo derivato di G e`
contenuto nel centralizzante di B, CG(B) = Z(B) e quindi G e` metabeliano.
uunionsq
Prima di esporre il prossimo lemma, si ricordi un risultato generale: sia G
un gruppo eH un sottogruppo normale diG, se il quozienteG/H e` nilpotente
allora il centralizzante CG(H) di H in G e` nilpotente e normale in G
Lemma 4.1.3 Sia G un AT -gruppo. Allora il centralizzante C = CG(G
′) e`
il sottogruppo di Fitting di G. Inoltre sia L = [G,G′]; si ha C = CG(L) e C
e` un gruppo dedekindiano.
Dimostrazione − Si osservi dapprima che, il sottogruppo di Fitting di G
contiene il centralizzante CG(G
′) del sottogruppo derivato di G. Ora sia H
un sottogruppo normale nilpotente di G e sia x ∈ H. Allora il sottogruppo
ciclico 〈x〉, in quanto subnormale in G e abeliano, risulta normale in G e per
l’abelianita` dell’automorfo di un gruppo ciclico, il sottogruppo derivato G′
e` contenuto nel centralizzante del sottogruppo 〈x〉. Pertanto, per l’arbitra-
rieta` di x, C contiene H. Segue che C e` il massimo sottogruppo normale
nilpotente di G. Inoltre, di nuovo per quanto osservato prima del lemma, il
centralizzante di L = [G,G′] e` nipotente e normale; allora il centralizzante
CG(L) e` contenuto in C e quindi i due sottogruppi coincidono. uunionsq
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Corollario 4.1.4 Sia G un AT -gruppo subsolubile. Allora G e` iperciclico e
quindi anche localmente supersolubile.
Dimostrazione − Poiche`, per il teorema 4.1.2, G e` metabeliano, il sot-
togruppo derivato G′ di G e` iperciclicamente immerso in G, e quindi G
e` iperciclico. Infine, e` ben noto che un gruppo iperciclico e` localmente
supersolubile uunionsq
Si noti che, secondo quanto asserisce il precedente corollario, nel caso fini-
tamente generato un AT -gruppo subsolubile con il radicale di Baer periodico
e` finito.
Il prossimo risultato costituisce un criterio per riconoscere un T -gruppo,
considerando le immagini omomorfe di un gruppo.
Teorema 4.1.5 Sia G un gruppo subsolubile. Allora G e` un T -gruppo se e
solo se ogni quoziente di G ha la proprieta` AT .
Dimostrazione − La condizione e` ovviamente necessaria poiche` la pro-
prieta` T e` ereditata dalle immagini omomorfe. Reciprocamente sia H un
sottogruppo subnormale di G. Poiche` G e` un AT -gruppo subsolubile, il sot-
togruppo derivato H ′ di H e` contenuto nel sottogruppo di Baer B di G.
Quindi H ′ e` normale in G. Ora consideriamo il quoziente G/H ′; dalle ipotesi
il fattore H/H ′ e` normale in G/H ′ e il risultato risulta provato. uunionsq
Si osservi, esplicitamente, che naturalmente la proprieta` AT non si con-
serva per quozienti, in caso contrario per quanto appena provato ogni AT -
gruppo sarebbe un T -gruppo.
Lemma 4.1.6 Sia G un FT -gruppo e sia H un sottogruppo subnormale
periodico di G con sottogruppo derivato finito. Allora H e` normale in G.
Dimostrazione − Sia x ∈ H. Dal momento che e` H un sottogruppo di
G il cui sottogruppo derivato e` finito, il sottogruppo 〈x,H ′〉 e` finito e quindi
normale in G. Quimdi, come sottogruppo generato da sottogruppi normali
in G, H e` normale in G. uunionsq
Il lemma appena enunciato ha la seguente immediaata conseguenza:
Corollario 4.1.7 Sia G un FT -gruppo. Se il sottogruppo di Baer B di G e`
periodico allora G e` un AT -gruppo.
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Congiuntamente al corollario 4.1.4, il precedente corollario conduce alla
seguente conclusione:
Teorema 4.1.8 Sia G un FT -gruppo subsolubile. Se il sottogruppo di Baer
B di G e` periodico allora G e` metabeliano.
Dal momento che, nel caso periodico, e` stato possibile estendere i pri-
mi risultati relativi ai T -gruppi risolubili, il nostro studio si concentrera`, in
particolare, su p-gruppi subsolubili aventi la proprieta` FT .
Il prossimo lemma costituisce una caratterizzazione di questo tipo di
gruppi, che ritornera` utile piu` avanti.
Lemma 4.1.9 Un p-gruppo e` un FT -gruppo se e solo se e` un AT -gruppo.
Dimostrazione − Un verso della dimostrazione deriva subito dal corollario
4.1.7.
Ora supponiamo che G sia un AT -gruppo e sia H un sottogruppo finito
subnormale in G; allora H e` nilpotente. Quindi ogni sottogruppo abeliano
di H e` normale in G. In particolare i sottogruppi ciclici di H sono normali
in G e quindi H e` normale in G.
uunionsq
Il seguente esempio mostra che esiste un FT -gruppo risolubile periodico
che non gode della proprieta` T .
Si consideri il prodotto diretto C = A × B dove A e` un gruppo di tipo
2∞ e B e` un gruppo isomorfo al gruppo additivo degli interi modulo 4. Sia
x un automorfismo di C definito da
cx = c−1 per ogni c ∈ C.
Pertanto il prodotto semidiretto G = 〈x〉nC e` un FT -gruppo risolubile
periodico che, avendo un quoziente isomorfo a D8, non e` un T -gruppo.
Teorema 4.1.10 Sia p un numero primo dispari. Sia G un p-gruppo sub-
solubile con la proprieta` FT . Allora G e` abeliano.
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Dimostrazione − Essendo un p-gruppo, il gruppo G ha la proprieta` AT .
E’ chiaro che tutti i sottogruppi del sottogruppo di Fitting di G sono normali
in G. In particolare F e` abeliano, sicche` F = CG(F ) e il quoziente G/F e`
un gruppo di automorfismi potenza di F .
Si distinguono due casi.
Se F ha esponente infinito allora l’ordine del quoziente G/F divide p− 1
e G = F . In tal caso l’asserto risulta provato.
Se F ha esponente finito allora il quoziente G/F e` finito e G risulta
nilpotente, quindi abeliano.
uunionsq
Il prossimo risultato descrive i 2-gruppi aventi la proprieta` FT che non
rientrano nella classe dei T -gruppi e che quindi vanno trattati in maniera
differnte, coerentemente con la loro struttura.
Teorema 4.1.11 Sia G un 2-gruppo subsolubile e sia F il sottogruppo di
Fitting di G. Allora G e` un FT -gruppo non avente la proprieta` T se e solo
se G soddisfa le seguenti condizioni:
(i) F e` un sottogruppo abeliano non divisibile di G con esponente infinito
e di indice 2 in G.
(ii) G contiene un elemento z tale che az = a−1 per ogni a ∈ F
(iii) F = D × R con D un gruppo divisibile e R un gruppo ridotto con
esponente almeno 4 tale che se R e` prodotto diretto di un gruppo ciclico
〈w〉 di ordine 4 e di un gruppo E con esponente finito al piu` 2 allora
〈w〉 ∩ 〈z〉 = {1}.
Dimostrazione − Si supponga dapprima che G soddisfi le condizioni del-
l’asserto. Si osservi che poiche` G e` un p-gruppo, bastera` provare che G e`
un AT -gruppo. Dal momento che il sottogruppo di Fitting F ha indice 2 in
G, il sottogruppo di Baer di G conincide con F e quindi ogni sottogruuppo
subnormale abeliano di G e` normale.
Ora verifichiamo che G non ha la proprieta` T . Si assuma per assurdo
che G sia un T -gruppo. In tal caso G risulta isomorfo ad un gruppo di tipo
G(i, A, r) (vedi definizione paragrafo 2.2.2).
Esaminiamo caso per caso
(i=0) G = G(0, A, r) = (〈z〉nA) × B dove A e` un gruppo non identico
abeliano tale che A = A2, B e` un gruppo di esponente finito al piu`
2 e dimensione r e z2 = 1. Pertanto F = A × B ma questa e` una
contraddizione in quanto l’esponente di B e` al piu` 2.
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Nel seguito A e B sono definiti come nel caso precedente.
(i=1) G = G(1, A, r) = (〈z〉nA)×B dove z2 = c1. Ora si ha F = 〈c1〉×A×B
dove 〈c1〉 ha ordine 2. Nuovamente si e` giunti ad una contraddizione
relativamente all’esponente del prodotto B × 〈c1〉.
(i=2) G = G(2, A, r) = (HnA)×B dove H = 〈c2, z〉 dove cx2 = c−12 e z2 = 1.
Pertanto F = 〈c2〉 ×A×B e quindi in questo caso si ha R = B × 〈c2〉
ma z2 appartiene a 〈c2〉 che e` una contraddizione. Infine
(i=∞) G = G(∞, A, r) = 〈C∞, z〉 ×B dove z2 = c1. Quindi F = C∞ ×A×B
e R = B. L’ultima contraddizione prova che G non e` un T -gruppo.
Inversamente si noti che se F avesse esponente finitoG sarebbe nilpotente (G.
Baumslag [19] Parte II); pertanto questa contraddizione mostra che F deve
avere esponente infinito e per un ben noto terorema di struttura dei gruppi
dedekindiani F risulta essere abeliano. Sicche` F = CG(F ) e il quoziente G/F
ha ordine 2 (vedi capitolo 1). Tuttavia esiste un elemento z di G che non
appartiene a F tale che az = a−1 per ogni a ∈ F .
Allora per un ben noto teorema dei gruppi abeliani F risulta essere un
prodotto diretto di un gruppo divisibile D e un gruppo ridotto R. Ora si
supponga per assurdo che l’esponente di R sia al piu` 3, allora non puo` essere
che 2. Segue che F 2 e` divisibile, F 2 = F 4 e G sarebbe un T -gruppo (vedi
teorema 2.2.1) e questa contraddizione prova il teorema.
uunionsq
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